2026 uitwerkingen derde ronde

1 Hourglass
(@) Snelheid van een zandkorrel wanneer deze de bodem bereiktisv = /2gh.Opt = 0
wordt het zand losgelaten. De benodigde valtijd is t; = /2h/g.

0<t<t
Voor t < 0 gaf de weegschaalm + M gaan.Vant = 0 tot t;, komt er meer zand in

de lucht en hierdoor zal de aflezing dalen.
dm

dairs

Typ hier uw vergelijking.
\lambda = \frac{dm}{dt} \implies m =\lambda t \tag{11}
\text{Gewicht} (W_1) = (M + m)g - \lambda t g \tag{12}
t; <t <ty
Hieris t, = m/A het tijdstip waarop al het zand het bovenste reservoir heeft
verlaten. Netnat = t; zal de kracht op de weegschaal deels het gevolg zijn van
het gewicht van het zand (zoals gegeven in de bovenstaande vergelijking) en deels
van de stootkracht (impuls) van het vallende zand.

dm
Stootkracht = UE = A2gh

Gewicht (W,) = [(M +m)g — At g] + A1\/2gh = (M + m)g
t, <t <ty
Hierist; =m/A + \/m Ditis het tijdsbestek tussen het moment dat het zand
het bovenste reservoir heeft verlaten en het moment dat al het zand de bodem
van de zandloper heeft bereikt. Het gewicht is:
W; =W, + A(t — ty)g
Voort > t; is het gewicht:

W,=(M+m)g
Reading (kg).4
(m+ M)+ A/2h/gp==n-====mmmcmmmm e cceccmeceoaeo !
/i
(m+ M) e —
(m+M)—X\/2h/g | E I

(0,0)

i iy i3 time
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Foto-elektrisch effect voor zink
Gegeven:
« Intensiteitinvallend licht: I, = 1,0 uW/cm? = 1,0 x 107® W op 1 cm?
¢ Reflectie: 96% > absorptie: 4%
e Van hetgeabsorbeerde licht is 3,0% boven de drempel (violet)
Beschikbare intensiteit voor het foto-elektrisch effect
Lps = 0,041, =0,04%x1,0Xx 1076 =4,0x10"8W
Lioet = 0,03, = 0,03 x4,0%x1078=1,2x10"°W
Aantal uitgezonden elektronen per seconde
Golflengte: 1 = 250 nm = 250 x 10~° m, Fotonenergie: E, = %
met h = 6,63 x 10734 J\cdotps, ¢ = 3,0 X 108 m/s:
_ 6,63 X 1073* x 3,0 x 108

Ey = 250 x 109
Aantal fotonen (en dus elektronen bij 100% efficiéntie) per seconde:
P 1,2 x 107° .15 x 10° 51
E, 79x101 708

Stroom in de fotobuis I = Ne mete = 1,6 X 10°1° C:
[~15x10°x1,6%x1071°~24x1071°A
Uittree-arbeid bij afsnijgolflengte 288 nm
A =288nm =288x%x10""m
_hc 6,63 x107%* x 3,0 x 10°
T A 288 x 1072
_69x10719

IneV: ¢eV = m ~ 4,3 eV

Remspanning voor licht met A = 250 nm

~7,9x1071)

~ 6,9 x 10717

Maximale kinetische energie:
Knmax =Ey, —¢p = 79X 10719 -6,9%x 10719 =~ 1,0 x 10719}

Remspanning:
Kpax 1,0x1071°

eV = Kinax = Vo = =0 = o055 = 0,607V

Antwoord: |V; = 0,66V
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Bollendak

(a) De minimale dikte van de sneeuwlaag is te berekenen door het drukverschil tussen binnen en buiten
de bol gelijk te stellen aan de druk van de sneeuwlaag. Het drukverschil tussen binnen en buiten is

Phinnen — Pouiten = 1006.9 - 102 —1004.7-10% = 2.2.102Pa. Een sneeuwlaag van dikte d geeft een druk
van

Psneeuw = Psnccuwgd =200-9.81-4d. (1)
Oplossen voor d geeft

d= Phinnen — Pbuiten o 2.2 102
© Penceuwy  200-9.81

~0.11lm = 11lcm. (2)

(b) Evenals in vraag a moet het luchtdrukverschil tussen binnen en buiten de bol even groot zijn als de
druk van de sneeuw op de bol. De sneeuwlaag geeft een druk van

Psnecuw = Pencevwgd = 200 - 9.81 - 30 - 1072 = 588.6Pa. (3)

Doordat de bol indeukt wordt het volume van de bol kleiner en dus druk in de bol hoger. Uit de ideale
gaswet weten we dat het product van volume en druk constant is. Kortom we weten dat

(pbutten + psnccuw) 1/61‘1111 = pbtnnchD (4)
Pbinnen
Viina = Vyp—Lbinnen 5
¢ pruiten + Psneeuw ( )
4 Phi

Ifein — —'JTT‘S IMLTLETL 6
¢ 3 DPhuiten + Psneeuw ( )

4 1006.9 - 10%
Veina = 5 - 7.2° —194.719...m". 7
4= 94" T 10047 - 107 + 588.6 o ™

Het volume van de bol moet dus kleiner worden met een volume

Vb - Vm'nd _ VE] - % Pbinnen (8)

Phbuiten + Psneeuw
Pbinnen

=V 1 - —— 9

0 ( Phuiten +psnccuw) ( )

Phuiten + Psneeuw — Phinnen
=V 10
0 Phuiten + Psneeuw ( )
1004.7 - 102 4 588.6 — 1006.9 - 102

1
— 708 —0.712. ..~ 0.71m5. 11
24" 1004.7 - 102 1 588.6 w (11)

Er zijn verschillende manieren om tot een redelijk schatting van de diepte van de kuiltjes te komen.
Een mogelijkheid is de volgende: Wanneer een bol van straal r» aan de bovenkant een kuiltje van diepte
h krijgt dan wordt het volume van de bol kleiner met tweemaal een bolsegment van hoogte h. De
inhoud van een bolsegment met hoogte h van een bol met straal r wordt gegeven door

h
V:segment = / ™ (‘T'Q — ('i" — 1)2) dx (12)
0
h
=7 Yz — xidx (13)
0
1 h
=7 [rch — 7593:| (14)
3 1o

= (-rhz - %hﬁ) (15)

= 7h? (r - %h) (16)

Pouiten sneeuw — Phinnen P 1
V Luiten TP Phinnen _ orp? (r— —h) (17)
Pouiten + Psneeuw 3

Een exacte oplossing geett dus dat

0.712... = 2rh? (3.6 - %h) (18)
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Zoals je ziet is dit een derdemachtsvergeliking in h. Dus op zich valt deze best op te lossen (exact met
de vergelijking van Cardano of numeriek). Hier komt een antwoord wit van h ~ 18cm. Maar dit hoef

je niet te kunnen.
Om hier handmatig een redelijke schatting uit te halen veronderstellen we dat %h < r. Dit is redelijk
aangezien Vy — Viing <€ V. We reduceren tot

VOPbm‘ten + Psneeuw — Phinnen . 27’{]121" (19)
Pouiten + Psneeuw
4 'L!l En sneeuw ~_ tnnen
2 o3 Pbuiten 4P L ~ 2mh?r (20)
3 Phuiten + Psneeuw
g_r2pbuit6ﬂ + Psneeuw — Phinnen ~ h‘z (21)
3 Pouiten + Psneeuw
\/g_rz Pouiten + Psneeuw — Phinnen ~h (22)
3 Phuiten + Psneeuw
h = 0.1775...m =~ 18cm. (23)

Voor de gegevens voor deze opgave is gebruikgemaakt van de volgende bronnen (geraadpleegd 28-01-2026)
https: //www.buitink-technology.com/nl/architectuur/etfe-luchtkussendaken /bollendak-stationsplein-utrecht
https: / /www.bouwpututrecht.nl/2017/01/19/stationsplein-deel-1-bollendak/
https:/ /roof-connect.nl/artikelen /bollen-overkapping-utrecht-cs-deels-ingezakt

NB. De echte bollen van het Bollendak zijn geen hele bollen. Het zijn twee bolsegmenten op elkaar.
Dit verandert uiteraard de waardes van Vj en r. Om de wiskunde in deze opgave niet onnodig ingewikkeld
te maken rekenen we hier alsof het hele bollen zijn. De relevante natuurkunde is ongewijzigd: verg.
blijft gelden. Hierin moet r worden gezien als de straal van de bolsegmenten en Vj als het volume van de

bolsegementen samen.
NB2. De bollen waren in het echt veel verder ingezakt. Dit komt onder andere omdat het folie gewicht

heett en in het bouwerk naast de bollen ook een heel gangenstelsel zit waardoor het volume Vy in feite veel
groter is.

NB#. Meer inzakken want compressor houd het drukverschil constant en er zullen luchtmoleculen
ontsnappen.
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Speerwerpen

De beginsnelheid van het projectiel t.o.v. de grond is:
horizontaal: v, = v + ucos 6

verticaal: v, = usin 6

Tijd in de lucht: T = 2529

Bereik: R =v, - T
Dus:

2usin 6
R :T (v + ucos 0)

Hoek 6,,.x Voor maximaal bereik

We maximaliseren:
2u
R(O) = ?(vsin 6 + usin fcos 0)

Neem de afgeleide:

dR 2u ) .
0= ?(vcos 0 +u(cos“0 —sin“0)) =0
Gebruik: cos 28 —sin? 8 = cos 26
Dan: vcos 8 + ucos 260 = 0 > ucos 26 = —vcos 6
Gebruik: cos 20 = 2cos 26 — 1
Invullen: u(2cos 26 — 1) = —wvcos 0

Herschrijven: 2ucos 2 6 + vcos 8 —u = 0
Dit is een kwadratische vergelijking in x = cos 6:

ux’ +vx—u=0

Oplossing:
—v + Vv? + 8u?
X =cos 0 =
4u
Dus:
—v +Vv? + 8u?
Omax = arccos 1

Is Omax kleiner of groter dan 45°?
Omdat het voertuig naar voren beweegt, is extra horizontale snelheid al aanwezig.

Daarom hoeft de werper minder horizontale component toe te voegen. Dus: 0,.x > 45°

Relatieve snelheid
De snelheid van het deeltje dat beweegt in stelsel K; met snelheid v, in het stelsel K;

wordt gegeven door een standaardformule:
v, +v
1+ wv,v/c?
Door 8; = v;/c te introduceren, kunnen we deze formule herschrijven in de vorm:

_ B2+ B
=13 5,8

%1

Pagina 5



2026 uitwerkingen derde ronde

Nu kan diezelfde formule worden opgeschreven voor een transformatie van K, naar...K,

By = B+ B
1+ BB
Wanneer we nu (S.2.6.1) invullen in (S.2.6.2), verkrijgen we:
By = B2 +2B/(1+ %)
P 1+ 2B,B/(1+ )

Als we een transformatie moeten uitvoeren voor n stelsels, is het lastig om een formule
te verkrijgen met de aanpak uit (a). In plaats daarvan gebruiken we het concept van
rapiditeit, 1. Inderdaad, voor één stelsel hadden we in (S.2.6.1):

B, = B2+ B
Y1488
wat exact de formule is voor de tanh van een som van argumenten:
tanh; + tanh,
tanh + =
by +¥2) 1 + tanh ¥, tanh vy,

waarbij tanh y; =\beta_i. Dit betekent dat opeenvolgende Lorentz-transformaties

gelijkstaan aan het optellen van rapiditeiten. Dus de snelheid in het stelsel K, nan

transformaties (alsv, ., = v) wordt gegeven door:
Bo = tanhy = tanhz Y; = tanh[(n + 1) tanh™1 B]
i

We kunnen controleren dat als n = oo, dan 3, — 1.

Geladen bol
Elektrisch veld van een cirkelvormige schijf met ladingsdichtheid o en straalr op een

willekeurig punt z op zijn as voor z K 7:
- o
E=—2
2¢&g
Het gegeven systeem kan worden beschouwd als een bolschil met straal R en
ladingsdichtheid o en een schijf met straal r en ladingsdichtheid —o.
E(R + 6) = Elektrisch veld ten gevolge van de schil + Elektrisch veld ten gevolge van het gat

oR? o
= 2
go(R + 6)2 2€,
G A
~—72
2¢&g

Op vergelijkbare wijze:
E(R-68) = %ZA VoorR > r:
0

E(R+8) =ER-68) =

po— Z dat wil zeggen radiaal naar buiten gericht.
0
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De artillerist verbaast zich
Aangezien de weerkaatsing tegen de muur elastisch is, herhaalt de bal de beweging van
zZijn spiegelbeeld, alsof hij zijn beweging voortzet in de weerspiegelde ruimte achter de
muur. Het raken van het startpunt komt dus neer op het raken van het punt op dezelfde
hoogte en op een afstand van 2L vanaf het startpunt.
De afstand van de worp wordt gegeven door de formule:

2y 2VZsinacosa  V?

= = - = q] *
2L=V,t =V, p p gsta(1)

Omdat in beide gevallen de schietafstand tot de muur gelijk is:
sin 2a; = sin 2(a; + Aa). (2%)
Vanuit 2 krijgen we de hoek:
a, = 45° — AT“ (3%)
2
Met 1 en 3 krijgenwe: L = V;cos Aa. (4%)

De bal moet bij beide schoten de muur raken en mag er niet overheen vliegen. De muur
staatop x = L, wat exact het hoogste punt (de top) van de paraboolis. De hoogte
waarop de bal de muur raakt, is dus de maximale hoogte y,,,, van de respectievelijke
baan.
De formule voor de maximale hoogte is:
V2 sin?(a)

29
Omdat de tweede hoek a, groter is dan de eerste hoek a4, zal het tweede schot de muur

Ymax =

op een hoger punt raken dan het eerste schot. De minimale hoogte van de muur H moet
dus gelijk zijn aan de maximale hoogte van het tweede schot Yy, 4, »:

Ax

2 cin2 o, Ax

V* sin (45 + 2)
29

Met behulp van de goniometrische identiteit sin?(0) =

H =

1- 20 .. .
17cos(26) schrijven we dit om:

Aa
20 = 2(45°+7) =90° + Aa

cos(90° + Aa) = —sin(Aa)
(sin? (45° + %) _1-C ;in(Aa)) _1+ sizn(Ao()

Ditinvullen geeft de minimale hoogte van de muur:

V2 1+sin(Aa) V?
= =" (1+sin(A
29 > I3 (1 + sin(A))
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lonosferische reflectie

Wanneer twee coherente golven (golven met dezelfde frequentie en een constant
faseverschil tegelijkertijd bij een ontvanger aankomen, ontstaat er interferentie.

Het signaal dat via de ionosfeer reist (het ruimtesignaal), legt een langere weg af die
afhankelijk is van de hoogte van de ionosfeerlaag.

Omdat de ionosfeerlaag continu verticaal beweegt, verandert de totale weglengte van
het ruimtesignaal voortdurend. Hierdoor verandert het faseverschil tussen de twee
signalen bij de ontvanger in de loop van de tijd.

Wanneer de sighalen in fase zijn, versterken ze elkaar, wanneer ze in tegenfase zijn,
verzwakken ze elkaar. Dit uit zich in een fluctuerende signaalintensiteit.

Om de fluctuatie kwantitatief te schatten, berekenen we de zwevingsfrequentie f,yeying,
oftewel hoe vaak per seconde het sighaal wisselt tussen maximaal en minimaal.

De frequentie van het radiosignaalis f = 10 MHz = 107 Hz. Met de lichtsnelheid ¢ ~

3 x 108 m/s is de golflengte A:
c 3x108
A= ]—C = o7 =30m
De afstand tussen zender en ontvanger bedraagt D = 600 km. De ionosfeer bevindt zich
op een hoogte h = 250 km. Omdat de aarde vlak verondersteld mag worden en de laag
horizontaal reflecteert, vormt het pad van het ruimtesignaal een gelijkbenige driehoek.
De lengte van één helft van dit pad (van zender naar ionosfeer) volgt uit de stelling van
Pythagoras:
2

D
S 2
S (2> +h

De totale weglengte van het ruimtesignaal L, is tweemaal deze afstand:

D\2
L,=2 (—) + h?
2 2
De ionosfeer beweegt verticaal met een snelheid v, = % = 3 m/s. We bepalen hoe snel

de totale weglengte L, verandert ten opzichte van de tijd door de kettingregel toe te

passen
dL, _dL, dh
dt  dh dt
sz

/ +h2 / +h2

Laten we de gegeven waarden in kllometers invullen voor de fractie (de eenheden vallen

hierin tegen elkaar weg):

dL,  2-250 ~ 500 500 _dL, 500

= ‘3= -3 = -3 ~
dt /3002 + 2502 790000 + 62500 V152500 dt 390,51
~ 1,2804 - 3 ~ 3,8411 m/s

-3
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De weglengte van het gereflecteerde signaal verandert dus met een snelheid van
ongeveer 3,84 m/s.

Elke keer dat de weglengte met exact één golflengte A = 30 m verandert, doorloopt het
interferentiepatroon één volledige cyclus (van maximaal naar minimaal en weer terug
naar maximaal).

De fluctuatiefrequentie (zwevingsfrequentie) is:
1 dL, _ 38411 /s

fzweving = X : dt - 30
De periode T van één volledige intensiteitswisseling is het omgekeerde van deze

~ 0,1280 Hz

frequentie:

T ~ 7,81s

fzweving
Pulsar

Voor een deeltje met massa mop het oppervlak van de pulsar met massa M, en straalr,
is de voorwaarde om aan de pulsar verbonden te blijven:

GMpm
mrow? < s
r
W? < GMp _ 4G p,
r3 3
. >3w2— ST > 6.28 X 106 kg m™3
“Pp =06 T o2 Pr = gm
3Mp
Pp = 4nr3r < 22.5km
Volgens het criterium van de middelpuntvliedende kracht centrifugaalkracht
2 < 4tGp
w* <

w<529%x 10 °rads™*
Dust > =" = 13.8 dagen
Dus we kunnen stellen dat de rotatieperiode van de ster trager is dan 14 dagen.
We nemen aan dat tijdens het ineenstorten (de implosie) van de binnenste lagen de
magnetische flux behouden blijft. Hierdoor zal de waarde van het magnetisch veld

toenemen in de verhouding van de oppervlakken vdér en na het ineenstorten.
2
By _ 1o

B T o2
Bp Tst

3| 3M  3[30Mp
ot = Ampg | 4Tpg

Dus r = 4.15 x 10*® m = 59.3R

_ s
En Bp = Bst XT_Z
P

Nu is

Bp =340 x 1011 T
Het magnetisch veld aan het oppervlak van een pulsar is van de orde van 108tot 10%° T.
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10 Stok en veer (phys teach 63-1 2025)
(a) Voor het traagheidsmoment gebruiken we de regel van Steiner:
m
L, = Iy + mx? = ——+mx
(b) Voor het krachtmoment geldt:
d?e

. ml? .
T=1——= = (Is + mx?)0 = <H+ mx2>9

T=-k ((x + %) sin 6) (x +%) sin(g —-0)

N mi? )
—k(x+—) sinfcosf =|—+mx? )0

En

(c) Samenvoegen:

2 12
Dat geeft

sinfcos8 =0

2
- k(xty
0+—-— 6=0
m [ 2
ﬁ+x
Wat lijkt op
0+ w?0=0
met
\/; x+1/2
W= |———
m 12
x2+ﬁ
EnT =21/ w
Dus

2

l

X2+_

T = 2m /@_12
k x+1/2
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Waterstof

Neem het CM. Twee op elkaar vliegende H atomen hebben een totale impuls gelijk aan
nul. De totale energie E}, is ook sterk positief. Na de botsing zou de impuls dus ook nul
moeten zijn van het H, molekuul, en dus ook de Ej. Maar er komen tenminste twee
vormen van energie vrij. De Ex en Epinaing. Waar deze energie moet blijven is onduidelijk!
Zie het plaatje hiernaast. Voor de botsing geldt: ms Ma
Y.p =0, in zowel de x- als y-richting. Verder geldt O\ /O

dat alle snelheden dezelfde grootte hebben (1 km/s) = ) L
alsook de massa evengroot. e

De kinetische energie van de atomen samen is dus
gemakkelijk te berekenen: 2,5- 102" J.

The decrease in potential energy (— A <0) means v,

that the kinetic energy increases. In the center of

mass frame of two hydrogen atoms, the net S m
momentum is necessarily zero and after the atoms

combine and have a common velocity, that velocity must have zero magnitude, a
situation precluded (uitsluiten) by the necessarily positive kinetic energy.

The initial momentum is zero before the collision, and must be zero after the collision.
Denote the common initial speed as v, the final speed of the hydrogen atom as v, the
final speed of the hydrogen molecule as IV, the common mass of the hydrogen atoms as
m and the mass of the hydrogen molecules as 2m. After the collision, the two particles
must be moving in opposite directions, and so to conserve momentum, v = 2V. From

conservation of energy,
1

1 2 1 2 2
E(Zm)V -4+ Smvt = 3§mv0
mV? — A + 2mV? = Emvg
ve A
04 =
2 3m
from which V = 1.203 x 10%* m/s, or 1.20 x 10* m/s to two figures and the hydrogen

V2 =

atomspeedisv = 2.41 x 10* m/s.
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Antwoord

De doorsnede van een draad is
2

D
A=m (5) =1(0,0010)? = 3,14 x 107° m?,
Weerstand van één draad:
2,0
3,14 x 10-°
De batterijen zijn zo aangesloten dat ze een gesloten kring vormen met beide draden in

L
R = pz =1,1x10"" = 0,070 Q.

serie. De totale spanning is
Uiot = 5,0+ 50=10,0V.
Totale weerstand:
Riot = 2R = 0,140 Q

Dus
Uwo: 10,0
= =——=714A
Riot 0,140
Voor een lange rechte draad:
ol
B =—.
2nr

In het midden geldt
d
r=—=20,050 m.
2
Elke draad levert
_ 4T X 1077 - 71,4

17 270,050
De stromen lopen tegengesteld. Tussen de draden wijzen de magnetische velden

=2,86x107*T.

dezelfde kant op, dus ze tellen op:
B=2B;=571x107*T.
De stroomkring van de linker batterij loopt via bovenste draad: L/2 + x en de onderste
draad: L/2 + x
Dus totale draadlengte:

L+ 2x.
De weerstand van deze kring is
R — L+ 2x
1= p A "
Daarom
U UA

L =—=—-—7—.
VTR, p(L+2x)
Stroom geleverd door de rechter batterij, de kringlengte is
L — 2x,

dus
UA

[, = ————.
27 p(L —2x)
De twee stromen lopen door het staafje in tegengestelde richting. De netto stroom door

het staafje is daarom
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I=1-1.
Invullen geeft
UA 1 1
ZT(L—Zx_L+2x)'
Samenvoegen:
UA(L+2x)—(L—2x) UA 4x
= U0+~ p E—dx
Dus exact:
4UA X
e
Voor kleine uitslagen (x «< L) geldt
L? —4x% =~ 2,
zodat
4UA
I = pyE X.

Dat is precies de lineaire benadering die harmonische beweging oplevert.
Invullen van de getallen:
4UA  4-5.0-m(0.001)2
pl2  11x1077-(2.0)2
6.283 x 107>
T T 44x107
Het staafje bevindt zich in het vrijwel homogene veld
B=571x10"*T.
De Lorentzkracht op een stroomvoerende geleider:
F=1I,dB.

~ 1.43 x 102

Invullenvan I = 143x:
F = (143x)(0,10)(5,71 x 10~%) = 8,17 x 10~ 3x.
De richting is naar het midden, dus
F = —kx.
Daaruit volgt
k =8,17 x 1073 N/m.

T =2 /m
T =2 0,050 = 15,5
— T g17x103 %

Voor een harmonische oscillator:

Dus
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Condensatoren

Vanwege de symmetrie is de spanning over de centrale condensator altijd nul. Deze zal
dus NIET worden opgeladen en dus bij een steady state er ook uitgehaald kunnen
worden. Wat dan overblijft is een parallel schakeling van twee takken waarin twee
condensatoren in serie staan.
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