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Gebruik alleen de meegeleverde pen. Je mag een potlood gebruiken om je figuren/schema’s/grafieken 
te tekenen, maar trek de contouren van de definitieve versie over met de pen om het beste contrast 
te garanderen wanneer je werk wordt gescand.

Er zijn speciale antwoordbladen (aangegeven met A) voor het noteren van je definitieve antwoor-
den en het tekenen van grafieken: noteer de vereiste metingen in de juiste tabellen en kaders en 
teken de bijbehorende grafieken, zoals gevraagd in de opgaventekst. De blanco werkbladen (aan-
gegeven met W) zijn bedoeld voor het uitvoeren van berekeningen en/of uitwerkingen. Vermeld 
de vraagnummers in je oplossingen en gebruik altijd de werkbladen die horen bij het probleem 
waar je op dat moment aan werkt (controleer het probleemnummer in de kop). Als je iets op een 
blad hebt geschreven dat je niet beoordeeld wilt hebben, streep het dan door. Gebruik alleen de 
voorkant van elke pagina en schrijf niets buiten de kantlijn.

Als je meer lege bladen nodig hebt, kunt je dit aan de surveillant vragen. Schrijf je land- en student-
code (kopiëer die informatie van je werkbladen) evenals het paginanummer in de kop van elk extra 
blad.

Wees kort en bondig in je antwoorden. Gebruik waar mogelijk vergelijkingen, logische operatoren 
en tekeningen om je resultaten te verduidelijken. Vermijd het gebruik van lange zinnen.

Het is vaak mogelijk onderdelen te doen zonder dat je de voorgaande onderdelen opgelost hebt.

Je wordt opgenomen tijdens de gehele toets. Je mag je werkplek niet verlaten zonder toestemming. 
Als je naar het toilet moet of andere hulp nodig hebt (bijv. extra bladen, een pen, meer water of 
snacks), vraag dan de surveillant.
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Algemene instructies voor de theoretische toets
De theoretische toets duurt 5 uur. De opdrachten in de theoretische zijn samen 30 punten waard. Succes
van Ad en Enno!

Het begin en het einde van de theoretische toets wordt aangegeven door de surveillant. Je mag de en-
veloppen of documentenmappen met de opgaven niet openen voordat de surveillant het begin van de
toets aangeeft. Elk uur worden er mededelingen gedaan over de verstreken tijd, zo ook 15minuten voor
het einde en aan het einde van de toets.

Tijdens het examen:

Aan het einde van de theoretische toets:

• Aan het einde van de toets stop je direct met schrijven.

• Leg voor elk onderdeel de antwoordbladen in de volgende volgorde: Voorblad (cover sheet), ant-
woorden (answer sheets A) enwerkbladen (worksheetsW). Ook alle lege bladen plaats je onderaan.
Alles wordt door de surveillant gescand en geüpload naar de server.

• Stop alle bladen die bij één opgave horen in dezelfde envelop of documentenmap, maar laat de
bladen met algemene instructies (G) op je tafel liggen buiten een envelop of documentenmap. Je
mag geen papier meenemen uit de toetsruimte.

Als je surveillant het toestaat, mag je de toetsruimte verlaten. De IPhO-pennen, potloden, slijpers, gum-
metjes, linialen, gradenbogen en rekenmachines mag je meenemen.
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Natuurconstanten
Hieronder vind je een lijst met natuurconstanten die je in je oplossing zou kunnen gebruiken, naast de
waarden die in de opgaven staan.

Natuurconstante Symbool Waarde

Lichtsnelheid in vacuüm 𝑐 299 792 458 m/s
Permeabiliteit in vacuüm (magnetische
constante)

𝜇0 4𝜋 · 10−7 N/A2;
[1 N/A2 = 1 Vs/Am]

Permittiviteit in vacuüm (elektrische
constante)

𝜀0 8.854187817 · 10−12 F/m;
[1 F/m = 1 As/Vm]

Elementaire lading 𝑒 1.6021766208(98) · 10−19 C ;
[1C = 1A ⋅ s]

Rustmassa van een elektron 𝑚e 9.10938356(11) · 10−31 kg

Rustmassa van een proton 𝑚p 1.672621898(21) · 10−27 kg

Rustmassa van een neutron 𝑚n 1.674927471(21) · 10−27 kg

Atomaire massa eenheid 𝑚amu 1.660539040(20) · 10−27 kg

Gravitatieconstante 𝐺 6.67408(31) · 10−11 m3/(kg · s2)
Getal van Avogadro 𝑁A 6.022140857(74) · 1023 mol−1

Molaire gasconstante 𝑅 8.3144598(48) J/(K · mol)
Constante van Boltzmann 𝑘B 1.38064852(79) · 10−23 J/K
Constante van Stefan-Boltzmann 𝜎 5.670367(13) · 10−8 W/(m2 · K4)
Constante van Planck ℎ 6.626070040(81) · 10−34 J · s
Gereduceerde constante van Planck ħ = ℎ/(2𝜋) 1.054571800(13) · 10−34 J · s
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Planetaire natuurkunde (10 punten)
Deze opgave bestaat uit twee onafhankelijke onderdelen A en B. Beide onderdelen gaan over het inwen-
dige van planeten. Het effect van oppervlaktekromming van planeten mag je verwaarlozen. Verder zou
je gebruik kunnen maken van de volgende formule:

(1 + 𝑥)𝜀 ≈ 1 + 𝜀𝑥, when |𝑥| ≪ 1. (1)

Onderdeel A. Mid-oceanische bergrug (5.0 punten)
We beschouwen een groot vat met water dat zich in een uniform zwaartekrachtsveld bevindt met een
vrije valversnelling 𝑔.
Twee verticale rechthoekige platen evenwijdig aan elkaar zijn in het vat gemonteerd. De verticale randen
van de platen sluiten nauwkeurig aan op de verticale wanden van het vat.

De platen zijn een lengte ℎ in het water ondergedompeld (Zie Figuur 1).

De breedte van de platen langs de 𝑦-as is 𝑤. Neem aan dat er geen vloeistof in of uit de opening tussen
de uiteinden van de platen en de vaatwanden stroomt. De dichtheid van het water is 𝜌0.

Figuur 1. Parallelle platen in water. (air = lucht, normal to the page = loodrecht op het papier)

Olie met dichtheid 𝜌oil (𝜌oil < 𝜌0) wordt in de ruimte tussen de platen gegoten totdat het onderste niveau
van de olie de onderranden van platen heeft bereikt. Neem aan dat de platen en de randen van het
vat hoog genoeg zijn zodat de olie er niet over kan stromen. Oppervlaktespanning en vermenging van
vloeistoffen mogen worden verwaarloosd.

A.1 Wat is de 𝑥-component van de netto kracht 𝐹𝑥 die op de rechter plaat werkt?
(Geef zowel de grootte als de richting.)

0.8pt

Figuur 2 laat eendwarsdoorsnede van eenmid-oceanische bergrug zien. Deze bestaat uit drie over elkaar
liggende lagen: mantel, korst en oceaanwater. De mantel bestaat uit gesteente waarvan we aannemen
dat ze in geologische tijdschalen kunnen stromen zodat we de mantel in deze opgave als een vloeistof
beschouwen.

De dikte van de korst is veel kleiner dan de karakteristieke lengteschaal in de 𝑥-richting, waardoor de
korst zich gedraagt als een vrij buigbare plaat.
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Met hoge nauwkeurigheid kan een dergelijke bergrug worden gemodelleerd als een tweedimensionaal
systeem. Er is dus geen variatie van variabelen langs de y-as, die loodrecht staat op het getoonde vlak
van Figuur 2. Neem aan dat de lengte 𝐿 van de bergrug langs de 𝑦-as veel groter is dan elke andere
lengte die in dit probleem wordt geïntroduceerd.

We nemen aan dat in het midden van de bergrug de dikte van de korst nul is. Naarmate de horizontale
afstand 𝑥 vanaf het centrum groter wordt, wordt de korst dikker en nadert een constante dikte 𝐷 als
𝑥 → ∞.

Ook zakt de oceaanbodemmet een verticale hoogte ℎ onder de top van de rand O, die we definiëren als
de oorsprong van ons coördinatensysteem (zie figuur 2).

De dichtheid 𝜌0 en temperatuur 𝑇0 van het water kunnen constant worden verondersteld in zowel ruimte
als tijd. Hetzelfde kan worden aangenomen voor de dichtheid 𝜌1 en de temperatuur 𝑇1 van de mantel.

De temperatuur van de korst 𝑇 is ook constant in de tijd maar kan van de positie afhangen.

Het is bekend dat het korstmateriaal met hoge nauwkeurigheid lineair uitzet met de temperatuur. Aan-
gezienwater- enmanteltemperaturen constant worden verondersteld, is het handig om een aangepaste
versie van de thermische uitzettingscoëfficiënt te gebruiken. Als 𝑙de lengte is van een stuk korstmateriaal
bij een temperatuur 𝑇 en 𝑙1 de lengte bij en temperatuur 𝑇1 dan geldt:

𝑙(𝑇 ) = 𝑙1 [1 − 𝑘𝑙(𝑇1 − 𝑇 ) /(𝑇1 − 𝑇0)], Hierbij is 𝑘𝑙 de zgn. herschaalde thermische uitzettingscoëfficiënt. Je
mag aannemen dat deze een constante waarde is.

Figuur 2. Mid-oceanische bergrug. Merk op: de 𝑧-as wijst naar beneden. (air = lucht, crust =
korst, mantle = mantel)
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A.2 Ervan uitgaande dat de korst isotroop is, bepaal hoe de dichtheid 𝜌 afhangt van
de temperatuur 𝑇 .
Ervan uitgaande dat |𝑘𝑙| ≪ 1, schrijf je antwoord in de vorm ’bij benadering’.

𝜌(𝑇 ) ≈ 𝜌1 [1 + 𝑘 𝑇1 − 𝑇
𝑇1 − 𝑇0

] , (2)

Hierbij zijn de termen van orde 𝑘2
𝑙 en hoger verwaarloosd. Leid daarna een uit-

drukking af voor de constante 𝑘.

0.6pt

Het is bekend dat 𝑘 > 0. Daarnaast nemen we aan dat ook de warmtegeleidingscoëfficiënt van de korst
𝜅 constant is. Als gevolg daarvan zal ver verwijderd van de bergrug de temperatuur van de korst lineair
zijn met de diepte.

A.3 Neem aan dat de mantel en het water zich beide gedragen als een onsamen-
drukbare vloeistof bij hydrostatisch evenwicht.
Druk de korstdikte 𝐷 op grote afstand uit in termen ℎ, 𝜌0, 𝜌1, en 𝑘.
Elke beweging van het materiaal kan worden verwaarloosd.

1.1pt

A.4 Bepaal de netto horizontale kracht die op de rechterhelft (𝑥 > 0) van de korst
werkt in termen van 𝜌0, 𝜌1, ℎ, 𝐿, 𝑘 en 𝑔.
Vereenvoudig de uitdrukking door enkel te kijken naar de leidende orde van 𝑘.

1.6pt

Stel dat korst thermisch geïsoleerd wordt van de rest van de aarde. Als gevolg van warmtegeleiding
komen de temperaturen van de boven- en onderkant van de korst dichter bij elkaar totdat in de korst
thermisch evenwicht wordt bereikt. De soortelijke warmte van de korst is 𝑐 . Je mag aannemen dat deze
constant is.

A.5 Schat met behulp van dimensie-analyse of orde-van-magnitude-analyse de ka-
rakteristieke tijd 𝜏 waarin het verschil in temperatuur tussen de boven- en on-
derkant van de korst ver weg van de bergrug nul nadert. Je kunt ervan uitgaan
dat deze tijd 𝜏 niet afhangt van de twee initiële temperaturen van de boven - en
onderkant van de korst.

0.9pt

Onderdeel B: Seismische golven in een gelaagd medium (5.0 punten)
Stel dat er een korte aardbeving plaatsvindt aan het oppervlak van een planeet. Er kan worden aange-
nomen dat de seismische golven afkomstig zijn van een lijnbron die zich bevindt op 𝑧 = 𝑥 = 0, waar 𝑥 de
horizontale coördinaat is en 𝑧 de diepte onder het oppervlak (Zie Figuur 3). Er kan worden aangenomen
dat de seismische golfbron veel langer is dan elke andere lengte die in deze vraag wordt beschouwd.

Als gevolg van de aardbeving wordt een uniforme flux van de zogenaamde longitudinale P-golven uit-
gezonden langs alle richtingen in het 𝑥-𝑧 vlak die een positieve component langs de 𝑧-as hebben.
Omdat de golftheorie in een vaste stof over het algemeen ingewikkeld is, verwaarlozen we in dit pro-
bleem alle andere golven die door de aardbeving worden uitgezonden. De korst van de planeet is ge-
laagd zodat de snelheid 𝑣 van de P-golf afhangt van de diepte 𝑧. Hiervoor geldt: 𝑣 = 𝑣0(1 + 𝑧/𝑧0). Hierin
is 𝑣0 de snelheid aan het oppervlak en is 𝑧0 een bekende positieve constante.
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Figuur 3. Coördinaat systeem voor onderdeel B.

B.1 Beschouw een enkele straal uitgezonden bij de aardbeving. Deze straal maakt
een beginhoek 0 < 𝜃0 < 𝜋/2 met de 𝑧-as en plant zich voort in het 𝑥-𝑧 vlak.
Wat is de horizontale coördinaat 𝑥1(𝜃0) ≠ 0 waarop deze straal kan worden
gedetecteerd aan het oppervlak van de planeet? Het is bekend dat het pad van
de straal langs de boog van een cirkel loopt. Schrijf je antwoord in de vorm
𝑥1(𝜃0) = 𝐴 cot(𝑏𝜃0). 𝐴 en 𝑏 zijn constanten. Geef uitdrukkingen voor 𝐴 en 𝑏.

1.5pt

Als je 𝐴 en 𝑏 niet hebt kunnen vinden, mag je in de volgende vragen het resultaat 𝑥1(𝜃0) = 𝐴 cot(𝑏𝜃0) als
gegeven beschouwen.

Stel dat de totale energie per lengte-eenheid van de bron die tijdens de aardbeving als P-golven in de
aardkorst vrijkomt, gelijk is aan 𝐸.

Neem aan dat golven volledig worden geabsorbeerd wanneer ze het oppervlak van de planeet van on-
deraf bereiken.

B.2 Leid een uitdrukking af hoe de energiedichtheid per oppervlakte-eenheid 𝜀(𝑥)
die door het oppervlak wordt geabsorbeerd, afhangt van de afstand langs het
oppervlak 𝑥. Schets de grafiek van 𝜀(𝑥).

1.5pt

Ga er vanaf nu vanuit dat de golven volledig worden gereflecteerd wanneer ze het oppervlak berei-
ken. Stel je een apparaat voor op 𝑧 = 𝑥 = 0 dat dezelfde geometrie heeft als de eerder beschouwde
aardbevingsbron. Het apparaat kan P-golven uitzenden in een vrij gekozen hoekverdeling. We laten het
apparaat een signaal uitzenden in een smal bereik van emissiehoeken. Specifiek: de beginhoek die het
signaal maakt met de verticaal, zit in het interval [𝜃0 − 1

2 𝛿𝜃0, 𝜃0 + 1
2 𝛿𝜃0], waarbij 0 < 𝜃0 < 𝜋/2, en 𝛿𝜃0 ≪ 𝜃0.

B.3 Op welke afstand langs het oppervlak van de bron ligt het verste punt dat het
signaal niet bereikt? Geef je antwoord in termen van 𝜃0, 𝛿𝜃0 en andere hierboven
gegeven constanten.

2.0pt
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Planetaire natuurkunde (10 punten)

Onderdeel A. Mid oceanische bergrug (5.0 punten)

A.1 (0.8 pt)

𝐹𝑥 =

Deze kracht werkt op de rechter plaat naar (markeer): □ links □ rechts.

A.2 (0.6 pt)

𝜌(𝑇 ) ≈

𝑘 =

A.3 (1.1 pt)

𝐷 =

A.4 (1.6 pt)

𝐹 ≈

A.5 (0.9 pt)

𝜏 =
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Onderdeel B: Seismische golven in een gelaagd medium (5.0 punten)

B.1 (1.5 pt)
 
𝑥1(𝜃0) =
 

B.2 (1.5 pt)
 
𝜀(𝑥) =
 

B.3 (2.0 pt)
 
𝑥max =
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De elektrostatische lens (10 punten)
Beschouw een uniform geladen metalen ring met straal 𝑅, waarbij de totale lading 𝑞 is. De ring is een
holle ringkern met een dikte van 2𝑎 ≪ 𝑅. Deze dikte kan worden verwaarloosd in de delen A, B, C en E.
Het 𝑥𝑦-vlak valt samen met het vlak van de ring, terwijl de z-as er loodrecht op staat, zoals weergegeven
in Figuur 1. In delen A en B zou je de volgende formule (Taylor expansie) kunnen gebruiken.

(1 + 𝑥)𝜀 ≈ 1 + 𝜀𝑥 + 1
2𝜀(𝜀 − 1)𝑥2, when |𝑥| ≪ 1.

Figuur 1. Een geladen ring met straal R.

Onderdeel A. De elektrostatische potentiaal op de as van de ring (1.0 punten)

A.1 Bereken de elektrostatische potentiaal Φ(𝑧) langs de as van de ring op een af-
stand 𝑧 van het midden (in punt A in figuur 1).

0.3pt

A.2 Bereken de elektrostatische potentiaal Φ(𝑧) tot de laagste macht ongelijk nul
van 𝑧, waarbij je aanneemt dat 𝑧 ≪ 𝑅.

0.4pt

A.3 Een elektron (massa𝑚 en lading−𝑒) is geplaatst in punt A (Figuur 1, 𝑧 ≪ 𝑅). Wat
is de kracht die op het elektron werkt? Kijk naar de uitdrukking van de kracht en
bepaal het teken van 𝑞 zodat de resulterende beweging een trilling wordt. Het
bewegende elektron heeft geen invloed op de ladingsverdeling van de ring.

0.2pt

A.4 Wat is de hoekfrequentie 𝜔 van deze harmonische trilling? 0.1pt

Onderdeel B. Elektrostatische potentiaal in het vlak van de ring (1.7 punten)
In dit deel van de opgave moet je de potentiaal Φ(𝑟) in het vlak van de ring (𝑧 = 0) voor 𝑟 ≪ 𝑅 (punt B in
Figuur 1) analyseren. Voor de laagste niet-nulde orde macht van 𝑟 wordt de elektrostatische potentiaal
gegeven door Φ(𝑟) = 𝑞(𝛼 + 𝛽𝑟2).

B.1 Geef de uitdrukking voor 𝛽. Je hebt mogelijk de Taylor-expansie-formule hier-
boven nodig.

1.5pt
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B.2 Een elektron is geplaatst in punt B (zie Figuur 1, 𝑟 ≪ 𝑅). Wat is de kracht die
op het elektron werkt? Kijk naar de uitdrukking van de kracht en bepaal het
teken van 𝑞 zodat de resulterende beweging een harmonische trilling is. Het
bewegende elektron heeft geen invloed op de ladingsverdeling van de ring.

0.2pt

Onderdeel C. De brandpuntsafstand van de geïdealiseerde elektrostatische lens: instan-
taan opladen (2.3 punten)
Men wil een apparaat bouwen om elektronen te focusseren - een elektrostatische lens. Laten we eens
kijken naar de volgende constructie. De ring staat loodrecht op de 𝑧-as, zoals weergegeven in Figuur 2.
We hebben een bron die on-demand pakketjes van niet-relativistische elektronen produceert. De kineti-
sche energie van deze elektronen is 𝐸 = 𝑚𝑣2/2 (𝑣 is de snelheid) en ze verlaten de bron op nauwkeurig
gecontroleerde momenten. Het systeem is zo geprogrammeerd dat de ring ladingsneutraal is, behalve
wanneer de elektronen dichterbij zijn dan een afstand 𝑑/2 (𝑑 ≪ 𝑅) van het vlak van de ring (gearceerd
gebied in figuur 2, ”actieve regio” genoemd). In dat geval heeft de ring een lading 𝑞.
Neem in deel C aan dat laad- en ontlaadprocessen instantaan (direct) zijn en dat het elektrische veld ook
onmiddellijk ”de ruimte vult”. Men kan magnetische velden verwaarlozen en aannemen dat de snelheid
van elektronen in de 𝑧-richting constant is. Bewegende elektronen verstoren de ladingsverdeling op de
ring niet.

Figuur 2. Een model van een elektrostatische lens.

C.1 Bepaal de brandpuntsafstand 𝑓 van deze lens. Neem aan dat 𝑓 ≫ 𝑑. Druk je
antwoord uit in termen van de constante 𝛽 uit vraag B.1 en andere bekende
grootheden. Neem aan dat het elektronenpakketje, voor het de ”actieve regio”
nadert, evenwijdig is aan de 𝑧-as en dat 𝑟 ≪ 𝑅). Het teken van 𝑞 is zodanig dat
de lens convergeert.

1.3pt

In werkelijkheid is de elektronenbron op de 𝑧-as geplaatst op een afstand 𝑏 > 𝑓 van het centrum van de
ring. Bedenk dat elektronen niet langer evenwijdig aan de 𝑧-as zijn voor ze de ”actieve regio” bereiken,
maar worden uitgezonden vanuit een puntbron onder verschillende hoeken 𝛾 ≪ 1 rad ten opzichte van
de 𝑧-as. De elektronen worden gefocusseerd in een punt dat zich op een afstand 𝑐 van het midden van
de ring bevindt.
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C.2 Bereken 𝑐 door kinematische vergelijkingen op te lossen. Druk je antwoord uit
in termen van de constante 𝛽 uit vraag B.1 en andere bekende grootheden.

0.8pt

C.3 Wordt aan de vergelijking voor een optische lens

1
𝑏 + 1

𝑐 = 1
𝑓

ook voldaan door de elektrostatische lens? Laat dit expliciet zien door 1/𝑏 + 1/𝑐
te berekenen.

0.2pt

Onderdeel D. de ring als condensator (3 punten)
Hetmodel dat hiervoor werd gebruikt, was geïdealiseerd en we gingen ervan uit dat de ring onmiddellijk
werd opgeladen. In werkelijkheid is het opladen niet instantaan, aangezien de ring een condensator is
met een eindige capaciteit 𝐶. In dit deel zullen we de eigenschappen van deze condensator analyseren.
Mogelijk heb je de volgende integralen nodig:

∫ d𝑥
sin𝑥 = − ln ∣cos𝑥 + 1

sin𝑥 ∣ + const

en

∫ d𝑥√
1 + 𝑥2 = ln ∣𝑥 + √1 + 𝑥2∣ + const.

D.1 Bereken de capaciteit 𝐶 van de ring. Bedenk dat de ring een eindige dikte van
2𝑎 heeft en ook dat 𝑎 ≪ 𝑅.

2.0pt

Wanneer elektronen het ”actieve gebied” bereiken, is de ring verbonden met een bron met spanning 𝑉0
(Figuur 3). Wanneer elektronen het ”actieve gebied” verlaten, wordt de ring met de grond verbonden.
De weerstand van contacten is 𝑅0 en de weerstand van de ring zelf kan worden verwaarloosd.

Figuur 3. Opladen van de elektrostatische lens.
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D.2 Bepaal de afhankelijkheid vande lading vande ring als functie vande tijd 𝑞(𝑡), en
maak een schematische grafiek van deze afhankelijkheid. 𝑡 = 0 komt overeen-
komtmet eenmoment waarop elektronen zich in het vlak van de ring bevinden.
Wat is de lading op de ring 𝑞0 als de absolute waarde van 𝑞(𝑡) maximaal is? De
capaciteit van de ring is 𝐶 (d.w.z. je hoeft de eigenlijke uitdrukking uit D.1 niet
te gebruiken).
Opmerking: de getekende polariteit in figuur 3 is slechts ter indicatie. Het teken
moet zo worden gekozen dat de lens convergeert.

1.0pt

Onderdeel E. Brandpuntsafstand van een meer realistische lens: niet onmiddellijk opla-
den (2 punten)
In dit deel van de opgave zullen we kijken naar de werking van een meer realistische lens. We zullen
hier weer de breedte van de ring 2𝑎 verwaarlozen en weer aannemen dat elektronen evenwijdig aan
de 𝑧-as lopen voor ze de ”actieve regio” bereiken. Het opladen van de ring is echter niet meer instan-
taan/ogenblikkelijk.

E.1 Vind een uitdrukking voor de brandpuntsafstand 𝑓 van de lens. Neem aan dat
𝑓/𝑣 ≫ 𝑅0𝐶, maar dat 𝑑/𝑣 en 𝑅0𝐶 van dezelfde orde van grootte zijn. Druk je
antwoord uit in termen van de constante 𝛽 uit onderdeel B en andere bekende
grootheden.

1.7pt

E.2 Het resultaat voor 𝑓 is vergelijkbaar met het verkregen resultaat in onderdeel
C, waarbij de waarde 𝑞 wordt vervangen door 𝑞eff. Bepaal de uitdrukking van 𝑞eff
in termen van grootheden, genoemd in de opgave.

0.3pt
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De elektrostatische lens (10 punten)

Onderdeel A. De elektrostatische potentiaal op de as van de ring (1 punten)

A.1 (0.3 pt)

Φ(𝑧) =

A.2 (0.4 pt)

Φ(𝑧) ≈

A.3 (0.2 pt)

𝐹(𝑧) =

Omcirkel het juiste antwoord: 𝑞 < 0 of 𝑞 > 0.

A.4 (0.1 pt)

𝜔 =

Onderdeel B. elektrostatische potentiaal in het vlak van de ring (1.7 punten)

B.1 (1.5 pt)

𝛽 =

B.2 (0.2 pt)

𝐹(𝑟) =

Omcirkel het juiste antwoord: 𝑞 < 0 or 𝑞 > 0.

Onderdeel C. De brandpuntsafstand van de geïdealiseerde elektrostatische lens: instan-
taan opladen (2.3 punten)

C.1 (1.3 pt)

𝑓 =
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C.2 (0.8 pt)

𝑐 =

C.3 (0.2 pt)

Omcirkel het juiste antwoord. De vergelijking van de dunne optische lens is: valid of not
valid.

Onderdeel D. de ring als condensator (3 punten)

D.1 (2.0 pt)

𝐶 =
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D.2 (1.0 pt)
 
Voor − 𝑑

2𝑣 < 𝑡 < 𝑑
2𝑣 , 𝑞(𝑡) =

 
 
Voor 𝑡 > 𝑑

2𝑣 , 𝑞(𝑡) =
 
 
𝑞0 =
 
 
Lading op de ring als een functie van de tijd:

Onderdeel E. Brandpuntsafstand van een meer realistische lens: niet onmiddellijk opla-
den (2 punten)

E.1 (1.7 pt)
 
𝑓 =
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E.2 (0.3 pt)
 
𝑞eff =
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Deeltjes en golven (10 punten)
Dualiteit van golven endeeltjes, wat stelt dat elk deeltje kanwordenbeschreven als een golf en vice versa,
is een van de centrale concepten binnen de kwantummechanica. In deze opgave zullen we uitgaan van
dit begrip en op slechts een paar andere basisaannames omdaarmee een aantal kwantumverschijnselen
te onderzoeken die de twee verschillende soorten deeltjes van de microwereld omvatten: fermionen en
bosonen.

Onderdeel A. Kwantumdeeltje in een doos (2.0 punten)
Beschouw een deeltje met massa 𝑚 dat in een eendimensionale potentiaalput beweegt, waar zijn po-
tentiële energie 𝑉 (𝑥) wordt gegeven door

𝑉 (𝑥) = {0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿;
∞, 𝑥 < 0 or 𝑥 > 𝐿. (1)

Klassieke deeltjes kunnen in zo’n potentiaalput bewegenmetwillekeurige kinetische energie. Voor kwan-
tumdeeltjes zijn slechts enkele specifieke positieve discrete energieniveaus toegestaan. In een dergelijke
toegestane toestand kan het deeltje worden beschreven als een staande de Broglie-golf met knopen aan
de wanden.

A.1 Bepaal de minimaal mogelijke energie 𝐸min van het kwantumdeeltje in de put.
Druk je antwoord uit in termen van 𝑚, 𝐿 en de constante van Planck ℎ.

0.4pt

De toestand van het deeltje met minimaal mogelijke energie wordt de grondtoestand genoemd en al-
le overige toegestane toestanden worden aangeslagen toestanden genoemd. Laten we alle mogelijke
energiewaarden in oplopende volgorde sorteren en ze noteren als 𝐸𝑛, beginnend bij 𝐸1 voor de grond-
toestand.

A.2 Bepaal de algemene uitdrukking voor de energie 𝐸𝑛 (met 𝑛 = 1, 2, 3, ...) 0.6pt

A.3 Een deeltje kan alleen een overgang van de ene toestand naar de andere onder-
gaan door een foton met het overeenkomstige energieverschil uit te zenden of
te absorberen. Bepaal de golflengte 𝜆21 van het foton dat wordt uitgezonden
tijdens de overgang van het deeltje van de eerste aangeslagen toestand (𝐸2)
naar de grondtoestand (𝐸1).

0.4pt

Onderdeel B. Optische eigenschappen van moleculen (2.1 punten)
In dit deel zullen we verschillende optische eigenschappen van het cyanine Cy5-molecuul bestuderen,
een veelgebruikt kleurstofmolecuul, schematisch weergegeven in Figuur 1a. De optische eigenschap-
pen worden voornamelijk bepaald door de koolstofruggengraat, bestaande uit de afwisselende enkele
en dubbele bindingen tussen koolstofatomen,weergegeven in Figuur 1b, terwijl de invloed van de ringen
aan de uiteinden van het molecuul en de radicalen R veel kleiner is. Drie van de vier valentie-elektronen
van elk C-atoom (en van N-atomen) in de ruggengraat vormen de chemische bindingen, terwijl de reste-
rende valentie-elektronen worden ”gedeeld” en langs de hele ruggengraat kunnen bewegen. De netto
potentiële energie van elk zo’n elektron wordt getoondmet een oscillerende dunne lijn in Figuur 1c, met
minima die overeenkomen met de posities van de C- en N-atomen.
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Figuur 1. (a) Chemische structuur van het cyanine Cy5-molecuul (voor de eenvoud worden wa-
terstofatomen niet getoond en geeft R enkele radicalen aan). (b) De ruggengraat van het Cy5-
molecuul, met een gemiddelde interatomaire afstand 𝑙 . (c) Potentiële energie van het elektron
langs de ruggengraat (dunne lijn) en de benadering ervan door de stapfunctie gegeven door
Vgl. 1 (dikke lijn).

Voor de eenvoud zullen we dit potentiële energieprofiel benaderen door een eenvoudige functie ge-
geven in vgl. 1 met de breedte 𝐿 = 10.5𝑙 (zie dikke lijn in Fig. 1c), hier is 𝑙 = 140 pm de gemiddelde
interatomaire afstand (zie ook Fig. 1b). Als resultaat verkrijgen we het ”elektronische gas” bestaande uit
10 elektronen (7 van C-atomen, 2 van het N-atoom en 1 van het N+-ion), bewegend in een eendimen-
sionale potentiaal die goed is besproken in deel A. We verwaarlozen de onderlinge interactie van deze
elektronen; we moeten echter wél rekening houden met het feit dat elektronen fermionen zijn en dus
gehoorzamen aan het Pauli-uitsluitingsprincipe. We verwaarlozen ook de invloed van andere elektronen
en de beweging van de kernen.

B.1 Bereken de grootste golflengte 𝜆 van het foton dat kan worden geabsorbeerd
door het Cy5-molecuul, ervan uitgaande dat het elektronensysteem zich aan-
vankelijk in de grondtoestand bevindt. Druk je antwoord uit in termen van 𝑙 ,
fysische constanten en een numerieke prefactor, en bereken deze numerieke
waarde.

0.8pt

B.2 Een ander kleurstofmolecuul Cy3 heeft een vergelijkbare structuur, maar de
ruggengraat is 2 koolstofatomen korter. Is het absorptiespectrum verschoven
naar het blauwere of naar het rodere spectrale gebied in vergelijking met het
Cy5-molecuul? Bepaal de grootte Δ𝜆 van deze spectrale verschuiving. Je kunt
ervan uitgaan dat het verwijderen van twee koolstofatomen de vorm van het
molecuul niet verandert en alleen de lengte van de ruggengraat korter maakt
met twee interatomaire afstanden.

0.4pt

Omdat het zich in de aangeslagen toestand bevindt, kan het molecuul een spontane overgang naar de
grondtoestand ondergaan terwijl het een foton uitzendt. De gemiddelde snelheid 𝐾 van dergelijke ge-
beurtenissen (dwz relatieve afname van de moleculen in de aangeslagen toestand d𝑁/𝑁 in een tijd d𝑡,
𝐾 = 1

𝑁
d𝑁
d𝑡 ) wordt bepaald door de golflengte 𝜆 van het uitgezonden foton, het elektrische overgangsdi-

poolmoment 𝑑 (dat van de orde van 𝑑 ≃ 𝑒𝑙 , hier is 𝑒 elementaire lading) evenals vacuüm permittiviteit 𝜀0
en constante van Planck ℎ.
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B.3 Bepaal met behulp van dimensieanalyse de uitdrukking voor de snelheid van
spontane emissie in termen van 𝜀0, ℎ, 𝜆en 𝑑. Het numerieke voorvoegsel voor
je uitdrukking is 𝑘 = 16

3 𝜋3.

0.7pt

B.4 Voor het Cy5-molecuul geldt 𝑑 ≈ 2.4 𝑒𝑙. Bepaal de gemiddelde fluorescentiele-
vensduur van de laagste aangeslagen toestand van het Cy5-molecuul, 𝜏Cy5, die
omgekeerd evenredig is aan de snelheid van zijn emissieve overgang naar de
grondtoestand.

0.2pt

Onderdeel C. Bose-Einstein condensatie (1.5 punten)
Dit deel is niet direct gerelateerd aan deel A en B. Hier zullen we het collectieve gedrag van zich als
boson gedragende deeltjes bestuderen. Bosonen respecteren het Pauli-uitsluitingsprincipe niet en er-
varen - bij lage temperaturen of hoge dichtheden - een fenomeen dat bekend staat als de Bose-Einstein-
condensatie (BEC). Dit is een faseovergang naar een intrigerende collectieve kwantumtoestand: een
groot aantal identieke deeltjes ‘condenseren’ tot een enkele kwantumtoestand en gaan zich gedragen
als een enkele golf. De overgang wordt typisch bereikt door een vast aantal deeltjes onder de kritische
temperatuur af te koelen. In principe kan het ook worden geïnduceerd door de temperatuur vast te
houden en de deeltjesdichtheid voorbij zijn kritische waarde te brengen.

We beginnen met het onderzoeken van de relatie tussen de temperatuur en de deeltjesdichtheid bij de
overgang. Het blijkt dat schattingen van hun kritische waarden kunnen worden afgeleid uit een eenvou-
dige observatie: Bose-Einstein-condensatie vindt plaats wanneer de de Broglie-golflengte, bij de gemiddelde
kwadratische snelheid van de deeltjes, gelijk is aan de karakteristieke afstand tussen de deeltjes in een gas.

C.1 Ga uit van een niet-interagerend gas van 87Rb-atomen in thermisch evenwicht.
Noteer de uitdrukkingen voor hun typische lineairemomentum 𝑝 ende typische
de Broglie-golflengte 𝜆dB als een functie van de atoommassa 𝑚, temperatuur
𝑇 en fysische constanten.

0.4pt

C.2 Bereken de typische afstand tussen de deeltjes in een gas, ℓ, als functie van de
deeltjesdichtheid 𝑛. Leid daarvoor de kritische temperatuur 𝑇𝑐 af als functie van
de massa van het atoom, hun dichtheid en fysische constanten.

0.5pt

Om BEC in het laboratorium te realiseren, moeten de experimentatoren gassen afkoelen tot temperatu-
ren tot wel 𝑇𝑐 = 100 nK.

C.3 Wat is de deeltjesdichtheid van het Rb-gas 𝑛𝑐 als de overgang bij een dergelij-
ke temperatuur plaatsvindt? Bereken ter vergelijking ook de ‘gewone’ deeltjes-
dichtheid 𝑛0 van een ideaal gas bij de standaard temperatuur en druk (STP),
d.w.z. 𝑇0 = 300 K en 𝑝0 = 105 Pa. Hoe veel keer dichter is het ‘gewone’ gas? Je
mag aannemen dat de massa van de atomen gelijk is aan 87 atomaire massa-
eenheden (𝑚amu).

0.6pt

Onderdeel D. Optische roosters met drie laserstralen (5 punten)
De eerste Bose-Einstein-condensaten werden in 1995 geproduceerd en sindsdien heeft het experimen-
tele werk zich in verschillende richtingen vertakt. In dit deel onderzoek je een bijzonder goed idee omhet
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condensaat te positioneren in ruimtelijk periodieke potentialen die worden gecreëerd door een aantal
coherente laserstralen te verstoren. Vanwege de periodieke aard van de resulterende interferentiepa-
tronen, worden ze optische roosters genoemd. De potentiële energie 𝑉 ( ⃗𝑟) van een atoom dat in een
optisch rooster beweegt, is evenredig met de lokale intensiteit van het licht, en in je berekeningen mag
je aannemen dat

𝑉 ( ⃗𝑟) = −𝛼 ⟨| ⃗𝐸( ⃗𝑟, 𝑡)|2⟩. (2)

Hier is 𝛼 een positieve constante en geven de punthaken tijdmiddeling aan die de snel oscillerende ter-
men elimineert. Het elektrische veld geproduceerd door de i-de laser wordt beschreven door

⃗𝐸𝑖 = 𝐸0,𝑖 ⃗𝜀𝑖 cos(�⃗�𝑖 ⋅ ⃗𝑟 − 𝜔𝑡), (3)

met amplitude 𝐸0,𝑖, de golfvector �⃗�𝑖 en de polarisatie-eenheids-vector ⃗𝜀𝑖.

Figuur 2. (a) Optisch rooster met drie bundels: drie vlakke golven met golfvectoren �⃗�1,2,3 snij-
den elkaar en interfereren in het gebied dat wordt aangegeven door de grijze cirkel. (b) Sym-
metrieën van een regelmatige zeshoek: ononderbroken en onderbroken lijnen tonen twee
sets symmetrieassen. (c) Zadelpunt: een punt op een oppervlak waar de hellingen in ortho-
gonale richtingen allemaal nul zijn, maar dat geen lokaal extremum is van de uitgezette func-
tie. Langs het traject gemarkeerd door de ononderbroken lijn zie je een schijnbaar minimum.
Aanvullende analyse van de loodrechte richting (stippellijn) is nodig om een echt minimum te
onderscheiden van een zadelpunt (afgebeeld).

Je gaat driehoekige optische roosters bestuderen, die worden geproduceerd door drie coherente laser-
stralen van gelijke intensiteit met elkaar te laten interfereren. Een typische opstelling wordt getoond in
Figuur 2a. Hier zijn alle drie de bundels gepolariseerd in de 𝑧-richting, planten ze zich voort in het 𝑥𝑦-
vlak en snijden ze elkaar onder gelijke hoeken van 120°. Kies de richting van de 𝑥-as evenwijdig aan de
golfvector �⃗�1.

D.1 Bepaal de uitdrukking voor de potentiële energie 𝑉 ( ⃗𝑟) als functie van ⃗𝑟 = (𝑥, 𝑦)
in het vlak van de bundels. Gebruik hierbij de vergelijkingen 2 en 3.
Hint: het resultaat kan netjes worden uitgedrukt als een constante term plus
een som van drie cosinusfuncties van argumenten ⃗𝑏𝑖 ⋅ ⃗𝑟. Schrijf je resultaat in
deze vorm en identificeer de vectoren ⃗𝑏𝑖.

1.4pt
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D.2 De resulterende potentiële energie heeft een zesvoudige rotatiesymmetrie-as,
d.w.z. de potentiaalverdeling is invariant ten opzichte van een rotatie met een
veelvoud van 60 ° rond de oorsprong. Geef een eenvoudig argument om te
bewijzen dat dit inderdaad het geval is.

0.5pt

De bovenstaande observatie van symmetrie vereenvoudigt de analyse van de tweedimensionale poten-
tiaalverdeling 𝑉 ( ⃗𝑟). Zoals weergegeven in figuur 2b, heeft een regelmatige zeshoek symmetrielijnen die
respectievelijk tegenoverliggende hoekpunten (ononderbroken lijnen) en middelpunten van tegenover-
liggende randen (stippellijnen) verbinden. Daarom is het in onze situatie niet nodig om tweedimensio-
nale potentiaalplots te produceren en te bestuderen, aangezien veel inzichten kunnen worden afgeleid
door te focussen op de coördinaatassen 𝑥 en 𝑦 die langs de symmetrielijnen lopen.

D.3 Leid het gedrag af van de potentiaal 𝑉 ( ⃗𝑟) langs de coördinaatassen, d.w.z. be-
paal de functies 𝑉𝑋(𝑥) ≡ 𝑉 (𝑥, 0) en 𝑉𝑌 (𝑦) ≡ 𝑉 (0, 𝑦). Identificeer de locaties van
de extrema van 𝑉𝑋(𝑥) en 𝑉𝑌 (𝑦) als functies van een enkel argument. Aangezien
deze functies periodiek zijn, hoef je in je opsomming slechts één representa-
tief item op te nemen van elke verzameling van periodiek herhaaldeminima en
maxima.

1.2pt

We zijn geïnteresseerd in het bepalen van de locaties van zogenaamde roosterplaatsen, d.w.z. deminima
van de volledige tweedimensionale potentiaal 𝑉 ( ⃗𝑟). De verkregen minima van single-argumentfuncties
𝑉𝑋 en 𝑉𝑌 identificeren hun vermoedelijke posities, maar moeten nog worden gecontroleerd om de za-
delpunten te elimineren. Zoals te zien is in figuur 2c, kunnen zadelpunten, wanneer ze langs een enkele
lijn worden bestudeerd, als minima worden vermomd, maar dat zijn ze niet.

D.4 Bekijk je resultaten van de vorige vraag om de werkelijke minima van het opti-
sche rooster te bepalen: Identificeer alle equivalente minima die het dichtst bij
(maar niet samenvallend met) de oorsprong liggen. Wat is de afstand 𝑎 tussen
de dichtstbijzijnde minima, met andere woorden - de roosterconstante van ons
optische rooster? Druk je antwoord uit in termen van de lasergolflengte 𝜆las.

0.8pt

De neutraliteit van de lading van ultrakoude atomen suggereert dat hun interacties alleen relevant wor-
den wanneer twee of meer atomen dezelfde plaats van een optisch rooster bezetten. Experimentalisten
zijn echter ook in staat om situaties te onderzoeken die atomaire interacties op lange afstand onder-
steunen. Eenmogelijke benadering is gebaseerd op het creëren van de zogenaamde Rydberg-atomen die
fysiek groot zijn en ook andere overdreven eigenschappen hebben. Rydberg-atomen zijn aangeslagen
atomen waarbij één elektron is aangeslagen tot een toestand met een zeer hoog hoofdkwantumgetal
𝑛. De grootte van een Rydberg-atoom kan worden geschat door de straal van de klassieke cirkelvormige
baan van dat elektron te berekenenmet het baanimpulsmoment 𝑛ħ, hier is ħ de gereduceerde constante
van Planck.

D.5 Bereken de waarde van 𝑛 die overeenkomt met de straal van het Rb Rydberg-
atoom vergelijkbaar met de golflengte van laserlicht 𝜆las = 380 nm. Geef je ant-
woord in termen van 𝜆las en natuurkundige constanten en bereken de nume-
rieke waarde ervan.

1.1pt
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Deeltjes en golven (10 punten)

Onderdeel A. Kwantumdeeltje in een doos (1.4 punten)

A.1 (0.4 pt)

𝐸min =

A.2 (0.6 pt)

𝐸𝑛 =

A.3 (0.4 pt)

𝜆21 =

Onderdeel B. Optische eigenschappen van moleculen (2.1 punten)

B.1 (0.8 pt)

Uitdrukking: 𝜆 =

Numerieke waarde: 𝜆 ≈

B.2 (0.4 pt)

Absorptiespectrum van Cy3 is verschoven naar (vink aan): □ blauwer □ roder

grootte verschuiving Δ𝜆 ≈

B.3 (0.7 pt)

𝐾 =

B.4 (0.2 pt)

Numerieke waarde: 𝜏Cy5 ≈
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Onderdeel C. Bose-Einstein condensatie (1.5 punten)

C.1 (0.4 pt)

𝑝 =

𝜆dB =

C.2 (0.5 pt)

ℓ =

𝑇𝑐 =

C.3 (0.6 pt)

Uitdrukking: 𝑛𝑐 =

Numerieke waarde: 𝑛𝑐 ≈

Uitdrukkiing: 𝑛0 =

Numerieke waarde: 𝑛0/𝑛𝑐 ≈

Onderdeel D. Optische roosters met drie laserstralen (5 punten)

D.1 (1.4 pt)

𝑉 ( ⃗𝑟) =

�⃗�1 =

�⃗�2 =

�⃗�3 =

D.2 (0.5 pt)
Argument:
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D.3 (1.2 pt)

𝑉X(𝑥) =

𝑉Y(𝑦) =

Minimum (-a) van 𝑉X(𝑥): at 𝑥 =

Maximum (-a) van 𝑉X(𝑥): at 𝑥 =

Minimum (-a) van 𝑉Y(𝑦): at 𝑦 =

Maximum (-a) van 𝑉Y(𝑦): at 𝑦 =

D.4 (0.8 pt)

Verhouding van de roosterconstante tot de lasergolflengte: 𝑎/𝜆las =

Posities van alle equivalente minima die het dichtst bij de oorsprong liggen:

D.5 (1.1 pt)

Uitdrukking: 𝑛 =

Numerieke waarde: 𝑛 ≈


